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Resume. — Nous calculons les minimums successifs de la variete torique projective X_4 associee 
a un ensemble fini ^ C Z". Comme consequence de ce calcul et des resultats de S.-W. Zhang sur la 
repartition des petits points, nous deduisons des estimations pour la hauteur de la sous-variete 
et du ^-resultant. Ces estimations nous permettent d'obtenir un analogue arithmetique du theorems 
de Bezout-Koushnirenko sur le nombre de solutions d'un systeme d'equations polynomiales. 
Comme application de ce resultat, nous ameliorons les estimations connues pour la hauteur des 
polynomes dans le Nullstellensatz creux. 

Abstract. — Successive minima of projective toric varieties. We compute the successive 
minima of the projective toric variety associated to a finite set ^ C Z". As a consequence of 
this computation and of the results of S.-W. Zhang on the distribution of small points, we derive 
estimates for the height of the subvariety Xj, and of the ^-resultant. These estimates allow us 
to obtain an arithmetic analogue of the Bezout-Kushnirenko's theorem concerning the number of 
solutions of a system of polynomial equations. 

As an application of this result, we improve the known estimates for the height of the polynomials 
in the sparse Nullstellensatz. 

Mots clefs. — Hauteur, minimums successifs, variete torique, resultant creux, theoreme de Koush- 
nirenko, Nullstellensatz arithmetique. 

Classification mathematique par sujets (2000). — Primaire : 11G50; Secondaire : 14G40, 
14M25. 

Introduction et resultats 

L'etude de la repartition des points de petite hauteur (ou petits points) d'une variete al- 
gebrique a regu une attention considerable an cours des dernieres annees, autour du prob- 
leme de Bogomolov et de ses generalisations [U1198], [Zha95], [BZ95], [Bil97], [DP98], [DP99], 
[DPOl], t;o«r egalement [Dav03] pour un apergu historique. La notion de minimums successifs 
a ete introduite dans ce contexte par Zhang, qui a aussi montre leur etroite relation avec la 
hauteur de la variete en question. 

Ici nous calculons les minimums successifs d'une variete torique projective, d'ou nous de- 
duisons des estimations pour sa hauteur comme sous-variete et pour la hauteur du resultant 
creux. 

Soit h la hauteur projective standard des points de P^(Q), definie en utilisant la metrique 
euclidienne pour les places a I'infini. Soit V C une variete quasi-projective, de dimension 
r. Le i-eme minimum successif de V (par rapport a la hauteur projective h) est 

fii{V) := sup { inf {/i(0 ; C(^V\W} ; W C V, codimy(Ty) = i} 



^Version du 2 Juin 2004. 
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pour i = l,...,r + 1, oii le supremum est pris sur toutes les sous-varietes W de V de 
codimension i. On ccrit fi'^'^^{V) := fJ-iiV) et IJ,^^'^{V) := fir+i{V) pour les minimums 
essentiel et ahsolu, respectivement ; on a 

^f'\v) = (y) > • ■ • > iir+i{v) = fi-'^'iv). 

Soit A = {ao, . . . , Oat} C Z" un ensemble fini de vecteurs entiers, et considerons I'application 
monomiale 

(^^:T"^P^ , th^ (^0 : ••• 

on T" := (Q^)" designe le tore algebrique sur Q de dimension n. La variete torique projective 
Xj\ c associee est definie comme etant la cloture de Zariski de I'ensemble image de cette 
application 

:= ipA{T') = { : • • • : t"^) ; t G T" } C P^. 

Soit C Z"- le sous-module engendre par les differences des vecteurs ao, . . . ,aN ceci est 
done un reseau de I'espace lineaire engendre Lj^ ®% R C M". On considere la forme volume 
Vol^ sur cet espace lineaire, invariante par translations et telle que Vol(S') = 1 pour un 
simplex element aire quelconque S de Lj^. 

Soit Qj^ C M" le polytope associe, defini comme I'enveloppe convexe Conv(^) de I'ensemble 
A. Posons dim(^) := dim(L^) et Vol(.4) := Vol^(<5^). Avec ces notations, la dimension et le 
degre de Xj^ s'explicitent comme la dimension et le volume de I'ensemble A, respectivement : 

dim(X^) = dim(^) = dim(L^) , deg(X^) = Vol(^) = VoU(g^). 

Dans le cas oii L_4 = Z", la forme volume Vol^ coincide avec n! fois la forme volume 
euclidienne Vol„ de ; en particulier dim(X_4) = n et deg(X_4) = n! Voln(Q^). 

Nous montrons que les minimums successifs de X_4 peuvent s'expliciter en termes de la 
combinatoire de I'ensemble A. Soit F{Qa) I'ensemble des faces du polytope Q^, et pour 
i = 0, . . . ,r := dim(^) posons 

N^ii) ■= min { Card(P HA) ; P G -F(Q^), dim(P) = i } 

pour le minimum des cardinaux de I'ensemble A restreint aux faces de de dimension i. 

Theoreme 0.1 /Xi(X_4) = - log A^^(r — i + 1) pour i = 1, . . . , r + 1. 

En particulier N^ir) = Caid{A) = N + 1 et AU(0) = 1 et done 

Comme coroUaire du theoreme 0.1 et du theoreme des minimums successifs de Zhang, on 
deduit I'encadrement suivant pour la hauteur d'une variete torique (Corollaire 3.1) : 

^ log(iV + l)Vol(^) < hiX^) < log(iV + l)Vol(^). 

A I'heure actuelle, on ne dispose d'aucune expression exacte (autre que sa definition) pour 
h{X_A), done cet encadrement est significatif. En fait, il serait fort interessant de trouver une 
telle expression exacte pour la hauteur d'une variete torique projective dans le cas general. 
Remarquons que pour les espaces projectifs (le seul cas des varietes toriques dont on connait 
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la hauteur projective) le theoreme 0.1 montre qu'aucune des estimations dans le theoreme 
des minimums successifs de Zhang n'est exacte, voir le paragraphe 3. 

A partir de ces estimations, on deduit aisement la majoration explicite suivante pour la 
hauteur du >A-resultant Res^, dont on renvoie au paragraphe 3 pour la definition precise. 
On note /tsup(Res^) la hauteur associee a la norme sup, definie comme etant le logarithme 
du maximum des valeurs absolues des coefficients de Res^. 

CoroUaire 0.2 Soit A = {oq, . . . , aj^} C Z" un ensemble fini tel que Lj^ = Z", alors 

/isup(R6s^) < ^ (n + 1) log(A^ + 1) Vol(^). 

Les seules estimations pour la hauteur de Res^ dont on disposait auparavant etaient celles 
qu'on peut obtenir a partir des algorithmes pour son calcul [CL098, § 7.6], [D'An02], voir 
aussi [KPSOl, Prop. 1.7] ou encore [RojOO, Thm. 23]. Celles-ci sont loin d'etre precises, et 
notre estimation les ameliore d'un facteur exponentiel. Par ailleurs, la seule information 
dont on dispose concernant la valeur exacte des coefficients de Res^ est pour les coefficients 
extremaux, egaux a ±1 [Stu94, Cor. 3.1]. 

La majoration de h{X_A) nous permet aussi d'estimer la hauteur des sous-varictcs dcfinies 
par des equations a support restreint. Soit Q C un polytope rationnel, c'est-a-dire dont 
les sommets sont des vecteurs entiers. Pour un point ^ € T", on definit sa Q-hauteur de Weil 
par la formule 

'^Q(0--= E %^logmax{|r|. ; aegnZ"} GR+, 

ou K est un corps de nombres contenant les coordonnees de ^ et Mk est I'ensemble des 
places de K. 

On pose Vol„((5) pour le volume euclidien de Q. On pose aussi ||/||i := Ylaei." Po^r 
la norme d'un polynome de Laurent / = ^^ez^ Cqx" G 'L[xf^, . . . ,x^^]. 

Theoreme 0.3 Soient /i, . . . , /„ G Z[x^^, . . . , x^^] des polyndmes de Laurent a coefficients 
entiers, et posons Q := M{fi, . . . , /„) C M" pour leur polytope de Newton. 
Soit Z(fi, . . . , fn)o I'ensemble des points isoles de Z{fi, . . . , fn) C T". Pour chaque point 
^ dans cet ensemble on note := dim^ (Q[a;^^, . . . ,x^^]/{fi, . . . ,fn))j(^^^ Id multiplicite 
d 'intersection de fi, . . . , fn en ^. Alors 

n 

J2 ^iOhqiO < n!Vol„(Q)^log||/,||i. 

Ceci est un analogue arithmetique du theoreme classique de Bezout-Koushnirenko [Pul93, 
§5.5], [GKZ94, § 6.2, Thm. 2.2], [CL098, § 7.5, Th. 5.4] : 

m < n!Vol„(Q). 

iez{fi,...,u)o 

Ce resultat est un rafHnement du theoreme de Bezout arithmetique pour les hyper surf aces, 
et il ameliore et rend completement effectif le cas non-mixte du theoreme de Bernstein- 
Koushnirenko arithmetique du a V. Maillot [MaiOO, Cor. 8.2.3], voir la remarque 4.2. 
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Sa demonstration est basee sur la majoration de h{XX} deja mentionnee, le theoreme de 
Bczout arithmotique classique, et des resultats plutot olomentaires de la thcorie de I'inter- 
section geometrique. On obtient aussi une variante pour les intersections arbitraires (Propo- 
sition 4.7). Signalons qu'il serait d'un grand interet d'etendre ces resultats au cas mixte 
general ; nous esperons pouvoir le faire a I'aide d'une extension des techniques introduites 
dans le present article. 

Le ^-resultant et le theoreme de Koushnirenko sent a la base de la thcorie de I'climination 
dite "sparse" (creuse), voir [CL098], [Stu02]. Dans ce contexte, il est peut-etre interessant 
de signaler que le theoreme 0.3 montre que la complexite binaire d'une representation sym- 
bolique de Z{fi, . . . , fn)o est polynomiale en la complexite binaire de /i,...,/n et en le 
volume (normalise par n!) du polytope de Newton correspondant. 

Comme application de ces resultats, nous deduisons une amelioration significative du Null- 
stellensatz aritlimetique creux du a T. Krick, L.M. Pardo et I'auteur [KPSOl, Cor. 3] : 

Theoreme 0.4 Soient fi, . . . , fs & '^[xi, . . . , Xn] des polynomes d coefficients entiers sans 
zeros communs dans C". 

Posons d := maxjdeg(/i), h := maxihsapifi) et >A := Supp (l, xi, . . . , x„, /i, . . . , /s) C 
N" ; alors il existe a G Z \ {0} et gi, . . . ,gs G . . . ,x„] tels que 

• a = gifi-\ \-gsfs, 

• deg{gi) < 2n'^dYol{A), 

• hsup{a),hsup{gi) < 2(n + l)=^d Vol(^)(^ + logs + 14(n + l)dlog(d+l)). 

Ce rcsultat represente une amelioration d'un facteur exponentiel par rapport aux estimations 
connues ; la majoration pour les hauteurs devienne ainsi polynomiale en tous les parametres 
concernes. 

Remerciements. Je tiens a remercier chaleureusement Patrice Philippon pour des tres 
nombreuses discussions et eclaircissements, notamment autour du theoreme de Bezout. J'ai 
eu des discussions interessantes avec Marc Chardin et Vincent Maillot. Je remercie Teresa 
Krick pour sa lecture attentive d'une version preliminaire de ce texte ; ainsi qu'au rapporteur 

anonyme pour des nombreuses remarques utiles. 

Bernd Sturmfels m'a encourage a reflechir sur la hauteur du >l-resultant. Le present article 
est en partie consequence de mes tentatives pour resoudre ce probleme. 

1 Hauteur des points et des polynomes 

On note par Q le corps des nombres rationnels, K un corps de nombres et Q la cloture 
algebrique de Q. On note par T" le tore algcbrique et P''^ I'espace projectif sur Q, de 
dimension n et N respectivement. 

Pour chaque premier rationnel p on note | • \p la valeur absolue p-adique sur Q telle que 
\p\p = ; oil note aussi | • |oo ou simplement | • | la valeur absolue standard. Celles-ci 
forment un ensemble complet de valeurs absolues sur Q : on identifie I'ensemble Mq de ces 
valeurs absolues a I'ensemble {oo, p: p premier}. Plus generalement, on designe par Mk 
I'ensemble des valeurs absolues de K etendant les valeurs absolues de Mq, et on note 
le sous-ensemble de Mk des valeurs absolues archimediennes. 

On note R le corps des nombres reels et C le corps des nombres complexes ; on pose M+ 
I'ensemble des nombres reels non-negatifs. On note par Z I'anneau des entiers rationnels, et 
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par N et les entiers naturels avec et sans 0, respectivement. Pour b = {bo, . . . , b^) G Z^'^^, 
on pose deg(6) := 60 + • • • + 6iv G ^ pour le degre du monome associe. 

Dans ce paragraphs nous rappelons les definitions et proprietes de base des differents no- 
tions de hauteur pour les points (et plus generalement, pour les sous-varietes) et pour les 
polynomes. 

Pour un point C = (Co • ' " " • Cat) £ on note h{^) son hauteur projective, definie par la 

formule 

K0-= E A,(i^) log v^e^f+^^^T^ + E K{K) logman {\^o\v,---,\^n\v}, 

v&M-^ veMK\M^ 

ou K est un corps de nombres contenant les ^j, et dont pour chaque pour v G Mk on pose 



[K: 



Cette expression ne depend pas du choix des coordonnees homogenes de ^, grace a la formule 
du produit. 

Cette notion s'etend au varietes projectives de dimension sup6rieure, suivant une construc- 
tion due a P. Philippon. Soit / = Ca C/" G K[Uo, . . . , Un] un polynome en n+1 groupes Ui 
de Ni + 1 variables chacun. Posons Sn^+i '■= {{zq, ■ ■ ■ ,ZNi) G C^'^"^ ; |zoP + ' ■ ■ + kAriP = l} 
la sphere unite de C^*+^, equipee de la mesure fiNi+i de masse totale 1 et invariante 
par rapport au groupe unitaire U{Ni + 1). Pour une place archimedienne v G M^, la 
Sjsfo+i X ■ ■ ■ X Si<i^j^i-mesure de / relative a v est definie par I'integrale 

rrivif; Sno+1 X • • • X Sn„+i) ■= / log hno+i x • • • x UNn+i ■ 

Notons que dans le cas ou chaque groupe se reduit a une seule variable Ui := {ui}, cette 
notion se specialise en la mesure de Mahler de /, c'est-a-dire 

m(/;5«+^) = m(/) := /' • • • [\og\f{e^^'-\ . . . ,e'-'--)\duo ■ ■ ■ du^. 

Jo Jo 

Pour une place ultrametrique v G Mk \ M'^ , on note |/|^ := max { |ca|^ ; a G N''^""'"''" x • • • x 
^iv„+i| norme sup de / relative a v. 

Maintenant soit V C une K-variete quasi-projective equidimensionnelle de dimension 
n. Soit Chv € K[Uo, .... [/„] sa forme de Chow, qui est un polynome en n + 1 groupes de 
N + 1 variables chacun, homogene de degre deg(F) en chaque groupe Ui. Suivant [Phi95], 
la hauteur projective de V est par definition 

h{V) := Yl K{K)m,{Chv;S^\\)+ Yl KiK) log\Chv\v 

N 

+(n + l)(E— ) deg(y) GM+. 

Alternativement, cette hauteur pent se definir via la theorie d'Arakelov comme la hauteur 
h-Q^iT,) relative au fibre en droites universel 0{1) muni de la metrique de Fubini-Study, de 

la cloture de Zariski S de F dans P^^, voir [BGS94, § 3.1.3]. 
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On considerera aussi la hauteur de Weil d'un point ^ G P , definie par 
HO ■= XI ^viK) logmax{\^o\y,. . . ,\S,n\v}- 

v€Mx 

Ceci se compare avec la hauteur projective ; on a 

h{o<h{o<m + liog{N+i). 

Le tore pent s'identifier a I'ouvert (P''^)° := P''^ \ {(xq xjv) ; xq - ■ ■ x^ = 0} via 

I'inclusion {ti, . . . ,iAf) i-^ (1 : ti : • • • : t^v)- Ceci induit une notion de hauteur projective /i^ 
et de hauteur de Weil hi pour les sous-varietes et pour les points de T^, respectivement. 
Plus gcncralement, ctant donnc un ensemble fini A = {floi • • • ) o-n} C on pent dcfinir une 
notion de A-hauteur projective pour une sous-variete equidimensionnelle V CT^ en posant 

hA{V) := hMV)). 

Ceci se specialise en la hauteur projective pour A := {0, ei, . . . , e„}, ou ej designe le 
_7-eme vecteur de la base standard de R". Similairement on definit la A-hauteur de Weil 
d'un point ^ G T" par 

ceci se specialise en la hauteur de Weil hi_ pour ^ := {0, ei, . . . , e„}. 

Remarquons que pour un polytope rationnel Q C M", la Q-hauteur de Weil hq coincide 
avec la .4Q-hauteur de Weil, pour Aq := Q H Z" C I'ensemble des points entiers dans 

Q- 

On fera appel a plusieurs notions de hauteur pour les polynomes, suivant le choix d'une 
metrique pour les places a I'infini. Soit d G N et || • || une metrique sur la partie graduee 
C[xo, . . . , Xiv]d- Soit V G une place archimedienne et a-u : K ^ C une immersion 

correspondant a v. Pour un polynome homogene / G K[xq, . . . ■,XN\d on pose alors 

WfWv :=IK(/)|| 

pour la norme de / relative a v. Rappelons que pour v G Mk \ on note |/|^ la norme 
sup de / relative a v. Ainsi, la metrique || ■ || definit une hauteur par la formule 

^IM|(/)^= E ^-(^) log 11/11- + E K{K)log\fU. 

veM'^ Mk\M^ 

Pour la norme sup et les normes £^ et £'^, on notera les hauteurs correspondantes par /isup, 
^1 et h2, respectivement. Les relations entre ces normes fournissent des encadrements pour 
les hauteurs correspondantes ; on a 

KuAO < h2{0 < hliO , hiO < /i2(0 + 1 log < /isup(0 + iog 

Les hauteurs ^sup, hi et h2 s'etendent de fagon naturelle au cas des polynomes pas forcement 
homogenes, voire des polynomes de Laurent. 
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Aussi on considerera la metrique || ■ ||w sur C[a;o, • • • ,a^Ar]d definie par 



2 ._ 
w ■- 



E 

a; dcg{a)=d 



pour / = X^aCttX" G C[xo, . . . ,XN]d- Pour ^ G C^"'"^, rinegalite de Cauchy-Schwartz 
entraine 



1/(01 



< 



1/2 



wlieil^- 



(1.1) 



Pour un polynome homogcne / G i^[a;o, • • • ,xj\[]ii, on notera respectivement || • ||w,f et /iw 
la metrique relative a une place v G et la hauteur correspondantes a cette metrique. 
L'indice est pour H. Weyl, le premier a notre connaissance a considerer cette metrique, 
voir [WeySO, § 3.7]. 



2 Minimums successifs 

Soit Tors(T^) le sous-groupe des points de torsion de T-^, on a ^ = (^i, . . . , xn) G Tors(T^) 
si et seulement si est une racine de I'unite pour i = 1, . . . ,N. Le lemme suivant montre 
que le minimum de la hauteur projective hi, sur les points de est atteint aux points de 
torsion. 

Lemme 2.1 Soit ^eT^ ; alors h,{^) > - log(iV + 1), avec egalite si et seulement si ^ E 
Tors(T^). 

Demonstration.- Soit v G M^. L'inegalite arithmetico-geometrique [HLP67, Thm. 9] en- 
traine 

^ + + ■ ■ ■ + \^n\1 . I 1^ I N2/(Ar+l) 
J^—J^ > [\^l\v ■ ■ ■ \^n\v) 

avec egalite si et seulement si = 1 pour tout i. Equivalemment 

log V'i- + \Ci\l + --- + \CN\l > \ log(iV + 1) + log (lai. • • • \^n\v). (2.2) 

Pour V G Mk \ on a 

logmax{l,|^i|^,...,|^Ar|^} > ^ log • • • I^A^k), (2-3) 
avec egalite si et seulement si = 1 pour tout i, done 

KiO = Yl -^-(^) logVl + lCil' + --- + ICiv|2 + J2 A,(i^) logmax{l,|Ci|.,--.,|e7V 
veM'i^ veMK\M^ 

> ilog(iV + l) + ^^ ^ A,(i^)log(|6|.---|eiv|.) = ^log(iV + l) 

par la formule du produit. Pour avoir I'egalite, il faut que les inegalites (2.2) et (2.3) soient 
des egalites. Ceci equivaut a ce que |^ = 1 pour tout v G Mk et i = 1, . . . , N , c'est-a-dire 
^ G Tors(T^). □ 
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Considerons Taction diagonals de T" sur P associee a I'ensemble A 

*^:T"xP^^P^ , {t,x)^t*Ax:=it''°Xo:---:t'"'xN). 

Les orbites de Taction restreinte a X_4 sont en correspondance avec Tensemble F{QX) des 
faces du polytope : pour diaque face P on considere un point ep := (ep^o ^p,n) ^ 

P-^ defini par ep^j := 1 si aj G P et epj := sinon ; la bijection est donnee par [GKZ94, 
Ch. 5, Prop. 1.9]', [Ful93, § 3.1] 

P ^ X°^^p := T" *^ ep c P^ . 

Ainsi la decomposition de X_4 comme union disjointe des orbites de cette action s'explicite 
en 

Xa= U XXp- (2.4) 

Posons N{P) := Card{z ; G P} - 1 et A{P) = (a^ ; G P) G (Z")^(-f')+^ On verifie 
que Xj^ p C P^ est Torbite principale d'une variete torique contenue dans un sous-espace 
standard E = P^(^). Cette variete torique s'identifie a la sous- variete X^p^ C P^(^) de 

dimension cgale a la dimension (rcelle) de la face P, via Tinclusion canonique ip : P^(^) ^ 
P^. On renvoie le lecteur interesse a [Ful93], [GKZ94] ou [CL098] pour les proprietes de 
base des varietes toriques projectives. 

Le theoreme 0.1 est consequence directe de la decomposition ci-dessus et du lemme 2.1. 
Montrons d'abord quelques proprietes elementaires des minimums successifs. 

Lemme 2.2 

(a) Soit V C P^ une variete quasi-projective quelconque, et Z C V une sous-variete 
quasi-projective de dimension s, alors /-J,i{V) < Hs-r+ii^) pour i = r — s + 1, . . . ,r + 1. 

(h) Soit V = Ujgj recouvrement fini de V par des sous-varietes quasi-projectives de 

dimension sj := dim(Zj), alors pour i = 1, . . . , r + 1 

lj.i{V) = min { iJ,sj-r+i{Zj) ; j e J, Sj>r-i + l}. 

Demonstration.- Partie (a) : Posons i := r — i. Pour e > donne, on prend une sous-variete 
W C V de codimension i (ou equivalemment telle que dim(VF) = i) sufiisamment grande 
pour que iJ,i{V) < iJ,''^''{V \ W) + e. 

On a dim(P^ n Z) < £ et done n''^''{Z \W) < iis-r+i{Z) par definition, car cod:miz{W n 
Z)>s-i = s- r + i. Puis 

^^^^(y\W)<iJ''^%Z\W) 
car V \ W z:> Z \ W ; on en conclut iXiiV) < iJ,s-r+i{Z). 

Partie (b) : Par application directe de la partie (a), on voit que le premier terme est borne 
par le deuxieme. Ainsi on se reduit a demontrer Tautre inegalite. 

Posons £ := r — i. Pour chaque j G J on prend une sous-variete Wj C Zj de la fagon 
suivante : dans le cas Sj > £ + 1 on prend Wj de dimension £, suffisamment grande pour 
que iJ,sj-r+i{Zj) < ii^^^{Zj \ Wj) + £, tandis que pour le cas Sj < £ on prend Wj := Zj. 
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Soit 

w --[JWj nz cz 

la cloture de Zariski dans Z de la reunion des Wj. Done dim(H^) < car J est un ensemble 
fini et dim{Wj) < £ pour tout j G J. Ainsi Hi{V) > ^^'^"(F \ W) et de plus 

H'^^^iy \W) > min { ii'^^'iZj \ Wj) ; j e J, Sj > r - i + 1} 

car V\W Clj^j.g. ^^^^{Zj\Wj). On en deduit fii{V) > min {fXsj-r+i{Zj) ; j e J, sj > 
r — i + 1} — e, ce qui etablit I'egalite. □ 

Demonstration du theoreme 0.1.- Soit i3 C Z" un ensemble fini quelconque, et posons M+ 
1 := Card(i3) pour son cardinal et := 9Jb(T") C pour le tore associe. Ce tore Xq 
est en fait contenu dans (P^)° et par le lemme 2.1 on a 

M'''™>^log(M + l). 

En outre Tors(T") est un ensemble dense de T", et done </7e(Tors(T")) est aussi un ensemble 
dense de X'^. On a /i(^) = ^ log(M + 1) pour tout ^ dans cet ensemble, car il est contenu 
dans Tors(T^). Mors 

lf'\X°s)<\\og{M + l), 
et done /ij(Xg) = \ log(M + 1) pour tout 1 < j < dim(Xe) + 1, a cause de I'encadrement 

Maintenant soit P G F{QX), et soit X°^p = *^ ep C I'orbite torique associee. La 
hauteur des points est invariante par I'inclusion et done 

pour i = 1, . . . ,dim(P) + 1. Par le lemme 2.2(b) et la decomposition (2.4) on conclut 

fJ-iiXA) = min { Hdim{P)-r+i{XA,p) ' dim(P) >r--i + l} = ^log NJ^,{r - i + 1), 
car ce minimum est atteint sur I'ensemble des faces de de dimension r — i + 1. □ 

Comme on I'a deja remarque dans I'introduction, en particulier on a jj,^^^{Xj\) = - log(A^+l) 
et ii^^'^Xa) = 0. 

Ce resultat montre aussi que I'ensemble des minimums successifs de X^ pent etre tres 
varie, suivant la combinatoire de I'ensemble A (sauf pour les conditions fXi{XX) > • • • > 
fj,r+i{X_A) = 0). Void quelques exemples : 

• L'espace projectif P" correspond a I'ensemble {0, ei, . . . , e„} C [ej est le _7-eme vecteur 
de la base standard de W^) done 

//i(P") = i log(n-i + 2) , 1 = 1,..., n+1. 
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Soit Vn,d C P( " ) ^ la variete de Veronese, definie comme I'image de I'application 

[x^ ; be N"'^-'^, deg(6) = d). Ceci correspond a I'ensemble {a e 
N" ; deg(a) < o?} C Z'* et done 

1 fd + n-i + l\ . 

2 \ n — I + 1 J 

Soit Sn C p2"-i la variete de Segre, definie comme I'image de la immersion 



-1 



l)2"-l 



ma 



((,Tio : ,Tii ),..., (a;„o : Xni)) ^ {]Xl=iXiji; ji £ {0,1}). Ceci correspond a 
I'ensemble {0, 1}" C et done 

log 2 

fJ-iiSn) = {n - i + I) , i = l,...,n+l. 

Une sous-variete de torsion de est par definition une sous-variete de la forme to ■ H, 
ou H est un sous-groupe algebrique de T''^ et w G Tors(T''^) [Zha95, § 6], [Bil97, § 5]. La 
proposition 2.4 ci-dessous montre que les sous-varietes de torsion realisent, pour la hauteur 
projective, les minimums successifs les plus petits possibles parmi les sous-varietes de T'^. 

Lemme 2.3 Soit H C un groupe algebrique de dimension r, alors il existe un ensemble 
fini A = {ao,...,ajv} C Z*" et un sous-groupe fini G C T-'^ tels que H = G ■ X\ = 

Demonstration.- Notons d'abord que grace a [OV90, § 3.2.3, Thm. 5] il existe un isomor- 
phisme tp : — ^ T-'^ et des entiers positifs c^+i, . . . , C]v £ tels que 

i^{H) = Z{yX\' -l,...,y%^ -1) C T^. 

Alors on a ipiH) = F -K avec K := Z{yr+i - 1, . . . , ^at - 1) C et 

F := Z{yi -l,...,yr-l, y'/^,' - 1, . . . , y'^ - 1) C T^. 

Par [OV90, § 3.2.3, Thm. 4 et Prob. 10] il existe des vecteurs entiers vi,...,vn € Z^ tels 
que I'inverse • s'ecrit comme y i-^ (y^^, • • • ,y^^)- 

Posons flj := {vn, . . . , Vir) G Z^ pour i = 1, . . . ,N ] ainsi on a 'tp~^{K) = (^_4(r) = X^, 
G := ip^^{F) est un groupe fini et 

H = ^-\F ■ K) = i^-\F) ■ i^-\K) = G-XX 

□ 

Proposition 2.4 

(a) Soit V C T^, alors Hi(V) > ^ log(A^ + 1) pour i = 1, . . . ,dim(y) + 1. 

(b) Soit V C une sous-variete de torsion, alors l~iiiV) = - log(A^ + 1) pour i = 
l,...,dim(y) + l. 

Demonstration.- La partie (a) est consequence directe du lemme 2.1. Pour la partie (b), on 
remarque que le lemme precedent implique qu'il existe des ensembles finis A = {ao, . . . , ajv} 
C Z*" et J C Tors(T") tels que V = J- X^. Par le lemme 2.2(b), il suffit de considerer 

le cas irreductible, c'est-a-dire V = cu ■ X^ avec u> € Tors(T^). 

L'ensemble cu ■ 99^ (Tors (T**)) C est dense dans oj ■ X^ et il est contenu dans Tors(T'^), 
et done /li(^) = ^ log(A'^ + 1) pour tout point ^ de cet ensemble. On en conclut que l~ii{V) < 
jj^ess^Y^ < i log(iV + 1) pour tout i, ce qui acheve la demonstration. □ 
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En particulier fii{T^) = - \og{N + 1) pour i = 1, . . . , iV + 1. 

En vue de ce resultat, il est naturel de se demander si la propriete (b) caracterise les sous- 
varietes de torsion, parmi toutes les sous-varietes irreductibles de T^. Plus precisement : 
soit V C une sous-variete irreductible qui n'est pas de torsion, et posons V° pour la 
reunion des sous-varietes de torsion contenues dans et V* := V \ V° . Est-il vrai que 

^abs^y*) > 1 log(Ar + l) ? (2.5) 

Par le theoreme de M. Laurent [Lau84, Thm. 2], il n'existe qu'un nombre fini de sous-varietes 
de torsion maximales contenues dans V , ce qui implique que V* est un ouvert non vide. 
Ainsi ii'^^^{V) > et done une reponse affirmative a la question (2.5) impliquerait 

une reponse aussi affirmative a la question soulevce prcccdemment, c'est-a-dire au fait que 
les sous-varietes irreductibles de soient caracterisees par la propriete (b) ci-dessus. 
Prenons a present la notation dans [Zha95, § 6]. Soit ey* le minimum absolu de V* par 
rapport a la hauteur de Weil h^. Pour un point quelconque ^ € on a /it(^) + - log(A'' + 
1) > et done 

ev* + ^log{N + l) >fi^^%V*). 

On en deduit que une reponse affirmative a la question (2.5) ci-dessus representerait aussi un 
raffinement du probleme de Bogomolov sur le tore [Zha95, Thm. 6.2], [Bil97, Thm. 5.1(b)]. 



3 Estimations des hauteurs 

Dans ce paragraphe nous obtenons les estimations pour la hauteur des varietes projectives 
a partir des resultats du paragraphe precedent. 

La repartition des points algebriques de petite hauteur d'une sous-variete est en etroite 
relation avec le degre et la hauteur globale de la sous-variete en question. Le lien est donne par 
le theoreme des minimums successifs [Zha95, Thm. 5.2] : pour une sous-variete irreductible 
V C de dimension r 

l^i{V) + --- + f,r+i{V) < < (r + l)/xi(y). (3.1) 

On renvoie a [DP98, Thm. 3.1] pour une demonstration elementaire, basee sur les theoremes 

de Bezout et de Hilbert-Samuel aritlimetiques. 

Tout d'abord, il est naturel de se demander si ces estimations sont precises pour des cas 
particuliers. Le theoreme 0.1 montre que deja pour les espaces projectifs, aucune de ces 
estimations n'est exacte : on a 

Mi(P") + --- + /x„+i(P") < /t(P") < (n+l)/xi(P"), 

n+1 "^"^ 1 

car /i(P") = — — - [BGS94, Lem. 3.3.1], et d'apres le theoreme 0.1 
i=2 ^ 

1 1 n 

Mi(P") + - • •+Mn+i(P") = 2 log(n+l) + - • • + - log(l) , (n+1) //i(P") = log(n+l). 

Le resultat suivant est une consequence directe du theoreme 0.1 et des estimations (3.1) : 
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CoroUaire 3.1 (du theoreme 0.1) Soit A = {ao, . . . , a^} C Z" un ensemble fini de dimen- 
sion r, alors 

^ (log AU(r) + • • • + log A^^(O)) Yo[{A) < h{Xj^) < ^^1^^ log(iV + 1) Vol(^). 

Soit A = {ao, . . . .ay} C un ensemble fini et a G (Q^)''^'''"^ un vecteur a coordonnees 
algebriques, et considerons I'application monomiale 

ipA,a : T'^ ^ , t^iaof" -.aN i"^). 

La variete monomiale Xj^^^a C P-^ associee est definie comme etant la cloture de Zariski de 
I'image de cette application, c'est-a-dire Xj^^^a '■= VA,ai'^"')- Les varietes toriques projectives 
sont des cas particuliers des varietes monomiales (correspondant au cas a = (1, . . . , 1)) et 
quelques unes des estimations precedentes peuvent s'etendre sans difficulte a cette situation 
plus generale. 

Notons que X_4_a et X_4 sont lineairement isomorphes par I'application diagonale 
pjv ^ pAT ^ ..... a;^) ^ (a-i xo : • • • : a-^ xn), 

et done elles jouissent des memes proprietes geometriques ; en particulier dim(X^^Q;) = 
dim(^) et deg{Xj^^a) = Vol(.4). Pour une face P G F{QjO du polytope Qa C M", on 
notera 

a{P) -{ai; a, G P) G (0^^'^^+'. 
Proposition 3.2 Soit A = {uq, . . . ,aN} C Z" un ensemble fini de dimension r et a £ 
(Q'')^+S alors 

• l.ii{XA,a) < T^^Tn. {h{a{P)) ; P e F{Qa), dim{P) = r-i + l} pour i = 1, . . . ,r + 1, et 

• h{XA,a) < '-^h{a)Vol{A). 

La demonstration suit exactement la demarche de celles du theoreme 0.1 et du coroUaire 3.1. 
Remarquons que la majoration pour les minimums successifs n'est plus une egalite dans le 
cas general (considerer I'exemple A := {0, 1} G Z et a := (1, 2) G Q^). 

Plus generalement, cette methode nous permet d'estimer le comportement du minimum 
essentiel et de la hauteur des varietes par rapport a des morphismes. Soit (p : P^ P^ 
une application rationnelle definie par des formes (po, . . . , ipM G Qfxo, . . . , xjv] de degre d. 
On definit son degre par deg((^) := d, et sa hauteur h-^^ip) par la formule 



v£M^ 

+ K{K) logmax{\ipo\v,---,\VM\v}, 



E 



ou K est un corps de nombres contenant les coefficients de (p ; pour v G on designe par 
II • ||w,ti la metrique de Weyl relative a la place v, voir le paragraphe 1. 

Proposition 3.3 Soit : P^ ^ P^ une application rationnelle, V C P^ une sous- 
variete irreductible de dimension r et Z := (p{V) C P^ I'image de V par (p, alors 

f^^'^Z) < /iw(^) + deg(^) /x-^(F) , < (r + 1) (w(^) + deg(^) -^^) . 
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Demonstration.- Soit ^ G Q . Pour v G 

log||¥'(OI|2,^; < log Y^ll'^ollw,^ + • • • + II'/'mIIw,^ + d log ||^||2,„ 

comme consequence de I'inegalite (1.1), tandis que pour v G Mx \ on a 

logmax {|(^o(6l> ■ ■ ■ > bM(6l} < logmax {|(^ok, ■ ■ ■ , \v^m\v} + d logmax {|^ok, ■ ■ ■ , \^n\v\} 

grace a I'inegalite ultrametrique. On en obtient /i(</^(0) ^ hv/{ip) + dh{^) par sommation 
sur Mftf. 

Maintenant soit e > quelconque, et soit Y C Z une sous-variete propre tel que ii^^^{Z) < 
\ F) + e. Considorons alors la cloture de Zariski X := ip~^{Y) C P''^, qui est une 
sous-variete propre de V tel que ^p{X) = Y. On a 

^ahs^Z \ Y) < h^{ip) + dfi^^%V \ X) < h^{^) +dfi'''%V), 

ce qui demontre la majoration pour le minimum essentiel. L'estimation pour le quotient 
h{Z)/ deg(2') suit directement de cette majoration et des estimations (3.1). □ 

Comme une autre consequence du theoreme des minimums successifs, on deduit la mino- 
ration suivante pour la hauteur d'une variete projective non contenue dans la reunion des 
hyperplans coordonnes : 

CoroUaire 3.4 (de la proposition 2.4(a)) Soit V CW^ une sous-variete irreductible tel que 
V ^ Z{xo ■ ■ ■ xn), alors 

h{V) > \ log(iV + l) deg(F). 

Posons r := dim(y). Lorsque la codimension de Y est grande, et plus precisement lorsque 
1 r 

- log(iV + 1) < /j.(P') = - (log(r + 1) + 0(1)), ce resultat ameliore la minoration h{V) > 

h{F'') deg(y) (r := dim(y)) due a J.-B. Bost, H. Gillet et C. Soule [BGS94, Prop. 4.1.2(i) 
et Thm. 5.2.3]. Notons que cette minoration est equivalente a la positivite de la hauteur des 
sous-varietes consideree dans cette reference. 

Considerons maintenant la majoration pour la taille des coefficients du resultant creux. 
Soit A := {o,o- . . . . fljv} C un ensemble fini tel que L_a = Pour chaque i = 0, . . . ,n, 
on introduit un groupe de iV + 1 variables Ui = {Uio, . . . ,Uin} et posons 

N 

Fi := ^ U,, x^^ e Q[Ui] [xf\ x±i] 

j=0 

pour le polynome de Laurent generique de support A. Soit 

la variete d 'incide nce de Fp, . . . , F„ sur T'', et soit tt : (P^)'*+i xT" (jpN^n+i projection 
canonique. Alors Tr{^X) C (p^)"+i est une sous-variete irreductible de codimension 1, et 
le A-resultant (ou resultant creux) Res^ est defini comme etant I'unique (a un signe pres) 
polynome irreductible definissant cette hypersurface [GKZ94, Cli. 8, Prop.-Defn. 1.1]. 
En fait, le ^-resultant coincide avec la forme de Chow de la variete torique projective 
[GKZ94, Cli. 8, Prop. 2.1]. On pent estimer de fagon routiniere la taille maximale /isup(Res^) 
de ses coefficients, a partir de la majoration pour h{XX)- 
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Demonstration du coroUaire O.2.- Le .4-resultant est , par definition, un polynome primitif 
(c'est-a-dire ses coefficients sont premiers entre eux) et done de hauteur locale nulle pour 
toutes les places ultrametriques. Ainsi 

^ 1 

h{Xj,) = m{ResA ; S%1\) + (n + 1) ( ^ ^) Vol(^), 

1=1 

ou m(Res_4 ; <S']^^\) designe la S']^'^\-mesure du polynome Res^, voirle paragraphe 1. Done 

/isup(Res^) < m(Res^) + (n + 1) log(iV + 1) Vol(^) 

< h{XA) + (n + 1) log(iV + 1) Vol(^) 

< ^(n + 1) log(Ar + l)Vol(^), 

ou m(Res^) designe la mesure de Mahler de Res^. La premiere inegalite est consequence 
de [KPSOl, Lem. 1.1] en regardant Res^ comme un polynome en n + 1 groupes de + 1 
variables chacun, homogone de degrc Yol{A) dans cheque groupe. La deuxieme et la troisicme 
inegalites sont des consequences de [KPSOl, Ineq. (1.2)] et du corollaire 3.1, respectivement. 
□ 

4 Un analogue arithmetique du theoreme de Koushnirenko 

Dans ce paragraphe on demontre un analogue arithmetique du theoreme de Koushnirenko 
pour la hauteur des solutions d'un systeme d'equations polynomiales. On presente aussi des 
variantes de ce resultat pour le cas des intersections impropres. 

Soit A := {oo, . . . , aAr} C Z" un ensemble fini. Pour une sous-variete irreductible V C T", 
on considere son A-degre et sa A-hauteur, respectivement definis par 

deg^(y) := degiifMV)) , := hi^AV)). 

On etend par linearite ces definitions au groupe des cycles Z(T") du tore T". Pour une 
sous-variete quelconque F C T", on definit son A-degre et sa A-hauteur comme ceux de son 
cycle associe. 

Dans la suite on definit un produit d'intersection entre cycles et diviseurs de T". Tout 
d'abord, remarquons que tout diviseur de Cartier D € Div(T") est principal car I'anneau 
Q[a;]'^^, . . . ,x^^] est factoriel. Posons alors fo £ • • • pour le polynome de Lau- 

rent (unique a un facteur scalaire prcs) dcfinissant D. 

Soit y C T" une sous-variete irreductible non contenue dans le support \D\ C T" du diviseur 
D. Pour chaque composante irreductible C G Irr(F fl \D\) de I'intersection ensembliste 
V n \D\ on considerera la multiplicite d'intersection classique definie par la longueur 

iiV,D;C) := lg{Q[V]/ifD)) j^c) ^ 

ou I{C) C R := Q[xf^, . . . , x^'^] designe I'ideal premier de definition de C et Ig la longueur 
du i?7(c)-module {Q[V]/{fD))j(r;) - Pour une sous-variete irreductible V CT"- et un diviseur 
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[V] . D := 



D G Div(T") quelconques on definit le produit 

Ec^irriVn\D\)nV,D;C)[C] siV^\D\, 
[V] sinon, 
et on I'etend par linearite en un accouplement 

Z(T") X Div(T") -> Z(T") , {Z,D)^ Z- D. 

Pour plusieurs diviseurs Di, . . . , Dg on pose Z ■ Di ■ D2 ■ ■ ■ Dg := [{Z ■ Di) ■ D2) ■ ■ ■ Dg] 

notons que ce cycle depend de I'ordre des diviseurs choisi. 

Definition 4.1 Soit Z G Z(T") un cycle effectif et Di,...,Ds € Div(T"') des diviseurs 
effectifs, alors 

Z-D,---D, = ^m{C) [C], 
c 

oil C parcours I'ensemble des sous-varietes irreductibles de I 'intersection ensembliste \Z\ n 
l-Dil n • • • n \Ds\ m{C) G N avec m{C) = sauf pour une nombre fini des C . Get entier 

miZ,Di,...,Ds;C) := m(C) 

est par definition la multiplicite d'intersection de Z avec Di, . . . , Ds le long de C. 

On verifie aisement m(C) > 1 lorsque C est une composante isolee de \Z\ n \Di \ n • • • n \Ds\, 
et done le degre et la hauteur de I'intersection ensembliste sont majores par ceux du cycle 
intersection : 

deg^{\Z\n\D,\n---n\Ds\) < dcg_^{Z ■ Di- ■ ■ D,), 

hA{\z\n\Di\n---n\D,\) < h^^z ■ Di---Ds). 

Par la suite on montre que pour une composante propre C de I'intersection d'une famille de 
diviseurs de T", cette multiplicite coincide avec la longueur; on demontre aussi la multil- 
inearite de m{C). 

Lemme 4.1 Soient Di, . . . ,Ds G Div(T") et soit C C T" une composante irreductible de 
dimension n — s de \Di \ fl ■ ■ ■ fl \Ds\, alors 

(a) m(T",i^i, . . . ,L>, ; C) = Ig (Q[xf 1, . . .,xt']/ifD„. • • ,/dJ),(c), et 

(b) I'application ^ Z, (ki, . . . , kg) 1-^ m(T"', ki Di, . . . , kg Dg ; C) est multilineaire. 

Demonstration.- Considerons d'abord la partie (a), qu'on demontrera par recurrence en s. 
Le cas s = etant trivial, on considere le cas s > 1 en supposant que I'enonce est valable 
pour s — 1. 

Soit R:=Q[xf\...,xt\ a :=(/,?,,..., J C i?, p := /(C) C i?, et A:={R/a)p. 
Autrement dit, (A, (p)) est I'anneau local Ov,c de V le long de C . On a dini(a) = n — s + 1 
et dim(p) = n — s = dim(a) — 1, ce qui entraine que A est un anneau de dimension 1. 
En outre, le polynome de Laurent / := fo^ G R appartient a p et c'est un non-diviseur 
de zero de A. On en deduit que A est Cohen-Macaulay car en dimension 1, un anneau est 
Cohen-Macaulay si et seulement si il contient un non diviseur de zero. 
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Aussi on a dim = car / est un non-diviseur de zero ; on considere alors la multi- 

plicite de Samuel e{{f),A) de / dans A [FOV99, Sec. 1.2]. 

Soit q € Ass(A) un ideal premier associe de A quelconque. Similairement on demontre que 
[A/q, (p)) est un anneau local Cohen-Macaulay de dimension 1 ; en fait c'est un domaine. 
A nouveau dim {A/{q + /)) =0 et on considere aussi la multiplicite e((/),^/q) de / dans 
A/q. 

On verifie que / est un G-parametre pour (A, (p)) et pour [A/q, (p)), voir [FOV99, Defn. 
1.2.10], et done 

e{{f),A)=lg{A/{f)) , e((/),^/q) =lg(A/(q + /)) 
grace a [FOV99, Cor. 1.2.13]. La formule d'associativite [FOV99, Thm. 1.2.8] entraine 
lg(^/(/))=e((/),^)= Yl lg(A)e((/),A/q)= J] lg(^,) lg(^/(q + /)), 

qeAss(A) qGAss(^) 

et on en conclut 

m(C) = J2 rn{T^,D,,...,D,_i-Z{q))i{Z{q),D,;C) 

qeAss(A) 

= Yl igK)ig(^/(q + /)) 

qeAss(j4) 
= lg(^/(/)), 

car m(T",Z)i, . . . ,Ds-i ; -^(q)) = Ig(^q) par I'hypothese de recurrence. 

D'apres ce qu'on vient de voir, la partie (b) se ramene a verifier e((/*^),^) = A;e((/),A) 
pour tout k G . 

(f) (f*^) 

Ceci est une consequence directe des definitions : soit et les fonctions de Hilbert- 

Samuel de ((/), A) et de {{/''), A) respectivement, voir [FOV99, § 1.2]. Alors 

Pf\t) = lg{A/{ff) = lg{A/{f')) = Pfikt) 

et done e{{f^), A) t + 0{l) = P^f\t) = P^\kt) = e{{f), A) kt + 0{l) pour t » 0, ce 
qui etabli I'egalite cherchee. □ 

Pour un polynome de Laurent / G Q[xf ^, . . . ,x^^], on note /i2(/) la hauteur associee a la 
norme voir le paragraphe 1. 

Lemme 4.2 Soit A (ZTT" un ensemble fini tel que = Z", /i, . . . , G Q[xf^, . . . ,x^^] 
des polyndmes de Laurent tels que Supp (/j) C A pour i = 1, . . . ,s et Z ^ Z(T") un cycle 
effectif, alors 

deg^(Z-div(/i)---div(/,)) < deg^(Z), 

s 

hA{Z ■ div(/i) • • • div(/,)) < hA{Z) + deg^(Z) ^ h2{fi). 

i=l 
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Demonstration.- II suffit de demontrer le cas s := 1 de I'enonce, car le cas general s'en suit 
par iteration. En plus, par linearite on pent se ramener au cas ou Z = [V], ou y C 
est une sous-variete irreductible. Le cas V C Z{fi) etant evident, on suppose sans perte de 
generalite V non contenue dedans Z(fi). 

Soit W := ipA{V) C avec N + l = Card(^), et notons i := {(p*^)~^{f) e Q[yo, • • • ,yjv] 
la forme lineaire correspondant au polynome de Laurent / := /i. 

L'hypothcse L_4 = Z" equivaut a ce que (/?^ : T'^ —>■ X'^ soit un isomorphisme, ce qui 
implique que la restriction ipj^ : V W est aussi un isomorphisme. On en deduit I'egalite 
des cycles 

(^^).(F-div(/)) := J2 ^{V,diy{f);C)[^A{C)]=W-diy{e) G Z(T"), 
Ceirr(ynz(/)) 

et done deg^ {V ■ div(/)) = deg {W • div(£)) et ^^(F ■ div(/)) = h{W ■ div(£)) . 
La cloture de Zariski W C n'est pas contenue dans Z{i) et done 

deg [W ■ div(£)) = deg(W) , h{W ■ div(£)) = h{W) + deg(TF) h^{£), 

par le theoreme de Bezout arithmetique dans la version de [Phi95, Prop. 4]. Ici h^^{i) 
designe la hauteur de £ relative a la sous-variete W, on renvoie a [Phi95, p. 355] pour sa 
definition precise. Cette hauteur est bornee par h■^F{i) < ^2(^), ce qui est etabli au cours de 
la demonstration de [Phi95, Prop. 4]. 

En outre, le cycle W ■ diY{£) est la restriction de W ■ div(^) a I'ouvert '-^ P^, et done 

deg (VF • div(^)) < deg (W ■ div(^)) = deg{W) = deg^(F), 
et similairement 

h{W-d[Y{£)) < h{W-diY{e)) < h{W)+deg{W)h2{£) = hA{V)+deg^{V)h2{f). 

Ainsi on a etabh deg^ (y-div(/)) < deg_4(F) et /i^(y-div(/)) < hA{V)+deg_^{V) h2{f). 
□ 

Soit Q C M" un polytope rationnel et Aq :— QTxTL^ I'ensemble de ses points entiers. 
La Q-hauteur de Weil d'un point ^ G P^ se compare avec sa .4Q-hauteur projective : on a 

hQ^i) < hAiO < hqiO + I log(Card(yl)). 

L'application Q ^ hq est additive par rapport a la somme de Minkowski des polytopes, et 
invariante par translations : 

Lemme 4.3 

(a) Soit P,Qg M" des polytopes rationnels, alors hp^q = hp + hq. 
(h) Soit Q dW^ un polytope rationnel et b ^ Z"' , alors hb+q = hq. 
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Demonstration.- Soit .4 C un ensemble fini quelconque et /i^ la ^-hauteur de Weil 
associee, voirle paragraphe 1. Soit c € Conv(^) nZ", et prenons des des reels non-negatifs 
{ra G ; a ^ A} tels que ''a a = c et ^^eA ''a = 1 ■ Pour ^ G T" et f G on a 

ainsi on a montro = /iconv(^) (0- 

Maintenant soit B := PnZ" et ^ := QnZ'\ La partie (a) se dcduit de I'identitc Conv(i3 + 
A) = P + Q due a [CL098, Ch. 7, Prop. 4.3], tandis que la partie (b) est consequence 
immediate de la partie (a) et de la formule du produit. □ 

Considerons a present la hauteur associee a la norme , voirle paragraphe 1. Cette 

hauteur se compare avec la hauteur /i2 ; on a /i2(/) < < h2{f )+- log (Card(Supp (/))) . 

En plus, elle est sous-additive : pour f,g& Q[xf^, . . . ,x^^] on a 

hi{fg)<h{f) + h,{g). 
Le theoreme 0.3 est le cas K := Q de I'enonce suivant : 

Theoreme 4.4 Soient fi, ■ ■ ■ , fn G ^[^^^ i ■ ■ ■ i ^t^] des polynomes de Laurent a coeffi- 
cients dans K , et posons Q := J\f{fi, . . . , fn) C M". 

Soit Z(fi, . . . , fn)o I'ensemble des points isoles de Z(fi, . . . , fn) C T". Pour chaque point 
^ dans cet ensemble on note £{(,) := dim^ (Q[xf''", . . . ,x^^]/{fi, . . . ,/n))j-(^) lo, multiplicite 
d 'intersection de fi, . . . , fn en ^. Alors 

n 

J2 ^iOhiO < n\\oln{Q)Y.hiifi). 

^eZ(h,...,u)o -'=1 

S upposons pour le moment LqcZ" = Soit k G N^, et posons Ak ■= (kQ) fi Z". Soit 
a G Q n = ^1 un vecteur entier dans Q quelconque, alors {k — 1) a + Ai C Ak et done 
L_4j. D L_4j = par hypothcse, ce qui entraine L^^ = Z". 

Les polynomes de Laurent fi, ■ ■ ■ , fn sont supportes dans Ak ; alors leur applique le lemme 4.2 
et on trouve 

n 

^^,(T"-div(/f=)---div(/„^)) < /.^,(T") + deg^,(T")^h2(/f). 

i=l 

Soit V := Z{fi,...,fn) C T" et posons 4(0 ■= dim^{Q[xf\ ... ,xt'] /{ft ■■■ Jn)) i^^^ 
pour chaque point isole ^ G Z{f^, . . . , fn)o = Vq- La positivite des multiplicites d'intersec- 
tion et du lemme 4.1(a) entrainent 

E^^(0^feQ(0 < J2'^{C)h^,{C) = hA,{T^-divif^)---div{f^)), 

ieVo c 

car Conv(^fc) = A;Conv(^i) = kQ et hkQ{C) ^ ^a(0- outre, deg^^(T) = Vol(^fe) = 
n! Vol„(A; Q) car Lj\_^ = Z" et on obtient 

n ^ n 

/i^,(T") + deg^^(T-) Y.h2{fh < nWolnikQ) {^{n + 1) log(Card(A)) + E 
i=l i=l 
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en utilisant aussi la majoration pour la hauteur de la variete torique Xj\^^ (corollaire 3.1) et 
I'estimation /i2(/j) < hi{fi). 

Ensuite, on a ikiO = k"^ par le lemme 4.1(b) et hkqi^) = khqi^) gra6ce a I'additivite 
de la hauteur h (lemme 4.3(a)). Aussi on a YoinikQ) = A:" Voln((3) et hi{ff) < khi{fi). 
Solent 6 G Z" et d G tels que Qcb + dS,ouS designe le simplex standard de M". Alors 
kQ C kb + kdS et done log(Card(A)) < log (Card((A;6 + n Z"))) = log = 
Ok{logk) (ici la notation Ok refere a la dependance en k). On en obtient 

J2^(0hQ{0 < n!Vol„(Q)^/ii(/,) + Ofc(^), 

(eVo i=i 

d'ou on conclut en faisant k oo. 

Maintenant considerons le cas general ou dim((5) = n. Soit le sous-module de 
engendre par les differences des vecteurs dans A := Q D Z", qui est un sous-reseau de Z", 
mais pas forcement egal a Z". On montre dans la suite que ce cas se reduit au cas precedent. 
Soient ci,...,c„ G les facteurs elementaires de L_4, et vi,...,Vn G Z" des vecteurs 
entiers formant une base de Z" tels que civi, . . . ,Cn Vn soit une base de Lj[. 
Soit /3 : Z" — > Z" I'application lineaire definie par Vi i-^ Qfj, qui est un isomorphisme 
entre Z" et L^. Soit B := P~^{A) C Z" et P := Conv(B) C M". On a = Z" et done 
Vol(;B) = n! Vol„(P) = n! Voln(Q)/7, ou 7 := ci • • • c„ est I'indice du reseau L_4. 

Soit tjj : T'^ ^ T" le morphisme defini par t 1-^ (f'^*^*^^-', . . . , t^*^^"-*) ou les ej designent les 
vecteurs de la base standard de M", de telle sorte que ip_/[ = ips ° ip- 
Considerons I'inclusion d'anneaux 'ijf* : B := Q(T") ^ A := Q(T") ; on note que 

et done ip* est finie, car les vecteurs /?(ei), . . . ,l3{en) sont lineairement independants. 
Notons K := ^*(S)(q) C L := A(q) les corps des fractions respectifs ; on a Card('i/'~-'-(^)) = 
7 pour tout ^ G T" et done [L : K] = 7. 

Soit gi := {ip*)~^ifi) G B pour i = l,...,n, et posons g := {gi,...,gn) C B et f := 
(/i,...,/„) = (V'*(g)) C A. Soit W := Z{q) C la variete definie par 51,..., y^. Soit 
77 G Wo un point isole, I{rj) C B son ideal, et notons i{ri) = lg(B/g)j(^) la multiplicite 
d'intersection de gi, . . . ,gn en ry. 

On remarque que est un anneau local, Aj^^-j est un -B/(^)-module fini de dimension n, 

et dim(^7(^)/f) = 0. Par la formule d'associativite [FOV99, Thm. 1.2.8] on obtient 

e(0, A7(^)) = lg(^/(^))(o) e(0,S/(^)), 

car I'ideal (0) C Bj(^^^ est le seul ideal premier minimal de ^/(r;)- On remarque aussi que 
est un anneau Cohen-Macaulay et que gi,...,gn est un systeme de G-parametres 
pour g, et done e{g,Bj(^^)) = lg(i?/g)/(^) = £{r]) par [FOV99, Cor. 1.2.13]. Similairement 
on trouve e(g,yl/(^)) = lg(yl/f)/(^). 

L'anneau (A/f)j(^) est artinien et done lg(A/f)/(^) = EseV-H*?) = E^eVH'?) 

Finalement lg(74/(^))o = [L : K] = j ; en regroupant I'information obtenue on trouve 

E ^(^) = ^^(^/)- 
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En plus on a hQ{^) = hp{ri) pour tout ^ G il^^^{r]), car (fAiO = 'PBiv)- On observe aussi 
que N{gi) C P et que Lpps^n = Z". Ainsi on est dans les conditions du cas precedent, d'ou 
on deduit 

n n 

J2^(OhQiO = 7 ^ ^(r?)/ip(r?) < 7^! Vol„(P) = n! Vol„(Q) J] 

€eVb V&Wo i=l i=l 

Le seul cas qui reste est dim((5) < n. Dans cette situation, la variete torique C 
est aussi de dimension < n et done les fibres de I'application ip_A : sont toutes de 

dimension > grace au theoreme de dimension des fibres [Slia74, § 1.6.3]. Soient £±, . . . € 
'JOt ■ ■ 1 Vn] les formes lineaires correspondant a /i, . . . , /„, de sorte que 



v = ip^\XAnz{eu...,in)) cT" 

et done Vq = 0. Aussi on a Vol^((5) = 0, et done I'enonce se reduit a I'inegalite triviale 
< 0. □ 

Ce resultat ameliore le cas non-mixte du theoreme de Bernstein-Koushnirenko arithmetique 
du a Maillot [MaiOO, Cor. 8.2.3]. Avec les notations et les hypotheses du theoreme 4.4, le 
resultat de Maillot s'ecrit 



miiQiO < nlVol„(l3) j;(m(/i) + L(g)), (4.1) 



E 

?eZ(/i,...,/„)o i=i 



ou m{fi) designe la mesure de Mahler de /j, et L{Q) est une constante positive associee a 
Q. Le point faible de ce resultat est son ineffectivite, due a la presence de cette constante 
L(Q) qu'on ne sait pas controler en general. 

Remarque 4.2 Le seul cas oil I'on dispose d'un certain contrdle de L{Q) est quand le 
polytope Q est absolument simple ; dans ce cas 

L{Q) < 3 log(n - 1) + l) N{Q) (4.2) 

pour n >2, ou N{Q) designe la norme de Q [MaiOO, Defn. 8.1.5 et Prop. 8.1.6]. Pourtant, 
il n'est pas possible de recuperer le theoreme 4-4 o- partir des inegalites (4-1) et (4-2) mime 
dans cette situation restreinte, comme le montre I'exemple suivant : 

Posons Qo := [0, d]" C M", qui est un polytope absolument simple de norme N(Qq) = nd. 
Soit / G Z[ x^^,...,x^^] un polynome a support contenu dans Qq. Le [KPSOl, Lem. 1.1] 
implique log |/| < m{f) + nd log 2, en regardant f comme un polyndme en n groupes de 1 
variable chacun, de degre partiel borne par d en chaque variable. Ainsi 



hiif) < log I 

< m(/) + nd log2 + n log((i + 1) 

< m(/) + 3 n d log(n - 1) + l) = m(/) + 3 log(n - 1) + l) N{Qo). 

On en deduit que le theoreme 4-4 est (du moins pour cet exemple) plus fort que I'inegalite 
qui resulte d'appliquer I'estimation (4-2) dans I'inegalite (4-1)- 
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Comme une consequence simple du theoreme 4.4, on deduit I'inegalite de Bezout arithme- 
tique suivante pour la hauteur de Weil des points de T" : 

CoroUaire 4.5 Soient /i, . . . , /„ G Q[a:i, . . . , x„] des polynomes (ordinaires) de degre borne 
par d et V := Z{fi, . . . , fn) C T'^, alors 

n 

(,€Vo i=l 

Demonstration.- Soit S C M" le simplex standard, alors Supp (/,) G dS et done 

n 

^eVo i=i 

par le theoreme 4.4. L'enonce est implique par les identites h^siO — dh{£,) (consequence 
du lemme 4.3(a)) et Voln{dQ) = — . □ 

II est naturel de se demander si I'on pent obtenir une majoration similaire a celle du 
theoreme 4.4 pour la hauteur /i a la place de hq. L'exemple suivant montre que la reponse 
a cette question est negative dans le cas general : 

Example 4.3 Soit d,HeN^ et posons 

fi:=xi-H, f2:=X2X^'^ - H,..., ^ := XnX^t^ - H G Z[xf \ . . . , x^^]. 

Ceci est un systeme de polynomes de Laurent de hauteur hi{fi) = log{H + 1) et polytope 
de Newton 

Q := Af{fi, . . . , fn) = Conv({0,ei,e2 -(iei,...,e„ -de„_i}) C M" 
de volume 1. Pourtant 

V := Z{h, ...,/„) = { (iJ, . . . , ^^i+<i+-+rf"-) } c 

est un ensemble a un seul point (en accord avec le theoreme de Koushnirenko geometrique) 
mais de grande hauteur, car h{V) = (l + d + ■ ■ ■ + d""^) logH. 

Cependant hQ{V) = logH, ce qui est bien en accord avec la majoration hQ{V) < n log(i!f + 

1) predite par le theoreme 4-4- 

Toutefois, une telle majoration est valable des que Q contient le simplex standard : 

Proposition 4.6 Dans les notations et hypotheses du theoreme 4-4, supposons de plus qu'il 
existe b G tel que b + S G Q , ou S designe le simplex standard de M", alors 

n 

^iom < n[Yoin{Q)Y.hi{fi). 

^eZ{fi,...,U)o i=i 

Demonstration.- On a /i(^) = hh^siO — ^<3(0 6ce au lemme 4.3(b). Le reste est une 
consequence directe du theoreme 4.4. □ 
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Le resultat suivant generalise le theoreme de Koushnirenko arithmetique au cas des inter- 
sections arbitraires, bien qu'avec la restriction = et une majoration legerement plus 
faible quand on se met dans les hypotheses du theoreme 4.4. On trouve ainsi une inegalite 
de type ensembliste, dans I'esprit de I'inegalite de Bezout due a J. Heintz [Hei83]. 

Proposition 4.7 Soit ^ C Z" un ensemble fini tel que = Z" ei /i, . . . , /s G Q[xf^, 
. . . , x^^] des polynomes de Laurent tels que Supp (/j) C A pour i = 1, . . . ,s, alors 

deg^(Z(/i,...,/,)) < deg^(div(/i)---div(/,)) < Vol(^), 

< /i^(div(/i)---div(/,)) 

< Vol(yl) (- (n + 1) log(Card(^)) + J] h^ih)) ■ 

i=l 

Demonstration.- C'est une consequence directe de la relation entre le degre et la hauteur 
du cycle div(/i) • ■ ■ div(/5) et ceux de son support Z{fi, . . . , fg), du lemme 4.2 et de I'esti- 
mation pour h{XX) (corollaire 3.1). □ 



5 Le Nullstellensatz arithmetique creux 

Finalement nous demontrons le theoreme 0.4. Cette demonstration s'appuie sur I'inegalite 
de type Koushnirenko arithmetique suivante, pour les intersections dans I'espace affine A" 
(comparer avec [KPSOl, Prop. 2.12]). 

Lemme 5.1 Soient fi, . . . , fg € Z[xi, . . . , Xn] pour un certain n > 2. Posons d := maxj deg(/i), 
h := maxi hsapifi) et ^ := Supp (l, xi, . . . , x„, /i, . . . , Z^) C N", alors 

h{Z{fi,...Js)) < Vol(^)(n/i + 5n(n + l) log(d+l)). 

Demonstration.- On reprend la demonstration de [KPSOl, Prop. 2.12] a partir de la page 
556, ligne 16, ou Ton remplacera I'application de [KPSOl, Prop. 1.7] par le corollaire 3.1. On 
obtient ainsi 

h{V) < h{X_A) + nh deg(X^) + 4 (n + 1) log(iV + 1) deg(X^) 

< Vol(^) {nh+^{n + l) log(iV + 1) + 4 (n + 1) log(iV + 1)) 

< Vol(^) (n/i +5(n+ 1) log(Ar+ 1)). 

Finalement \og{N + 1) < log (C^^") + l) < n log(d + 1) car n > 2, d'ou on deduit la 
majoration cherchee. □ 

Demonstration du theoreme O.4.- On supposera sans perte de generalite n, d > 2 ; les autres 
cas ont etc consideres de fagon satisfaisante dans [KPSOl, Lem. 3.7 et 3.8]. 
D'abord on refait la majoration pour r](fi, . . . , fg) dans [KPSOl, Lem. 4.9] : on reprend la 
notation et la demonstration de ce lemme a partir de la page 590, ligne -2, ou Ton appliquera 
le lemme 5.1 ci-dessus a la place de [KPSOl, Prop. 2.12] ; on en obtient 

ri{fi,---,fs) < (n max/isup(%) + 5n(n+ 1) log(d+ 1)) V 

< (n{h + logs + 2{n + 1) \og{d + 1)) + 5 n (ra + 1) log(d + 1) j V 
= nV(/t + logs + 7(n+ 1) log(d+ 1)). 



22 



Pour finir la demonstration, on considere la version "intrins6que" du Nullstellensatz arith- 
metique [KPSOl, Thm. 2]. Dans les hypotheses du theoreme 0.4, on a 5 < V := Vol{A) 
grace a [KPSOl, Lem. 4.9] et ?? < nV (/i + logs + 7(n + 1) \og{d + 1)) par la maj oration 
ci-dessus. On en conclut 

(n + lfd{2r] + {h + log s)S + 21{n + 1)^ d log(d + 1) 5) 

(n + if d(2n{h + logs + 7{n+l) log(d + l))V+{h + logs) V 

+21(n + l)2(ilog(d + l)v) 

{n + lfdV ((2 n+l){h + log s) + 28 (n + 1)^ d log(d + 1)) 
2{n + lfdV{h + log s + U{n+l)d log(d + 1)) . 

□ 

References 

[Bil97] Y. BiLU, Limit distribution of small points on algebraic tori, Duke Math. J. 89 (1997) 
465-476. 

[BZ95] E. BOMBIERI, U. Zannier, Algebraic points on subvarieties o/G^, Internal. Math. Res. 

Notices 7 (1995) 333-347. 

[BGS94] J.-B. BOST, H. Gillet, C. Soule, Heights of projective varieties and positive Green 
forms, J. Amer. Math. See. 7 (1994) 903-1027. 

[CL098] D. Cox, J. Little, D. O'Shea, Using algebraic geometry. Graduate Texts in Mathe- 
matics 185, Springer, 1998. 

[D'An02] C. D 'Andrea, Macaulay style formulas for sparse resultants, Trans. Amer. Math. 
See. 354 (2002) 2595-2629. 

[Dav03] S. David, On the height of subvarieties of groups varieties, a paraitre dans J. Ramanujan 
Math. See. 

[DP98] S. David, P. Piiilippon, Minorations des hauteurs normalisees des sous-varietes de 
varietes abeliennes, Number theory (Tirudiirapalli, 1996), Contemp. Math. 210, Amer. 
Math. Soc, 1998, pp. 333-364. 

[DP99] S. David, P. Philippon, Minorations des hauteurs normalisees des sous-varietes des 
tores, Ann. Scuola Norm. Sup. Pisa 28 (1999) 489-543. 

[DPOl] S. David, P. Philippon, Minorations des hauteurs normalisees des sous-varietes de 
varietes abeliennes. II, Comment. Math. Helv. 77 (2002) 639-700. 

[FOV99] H. Flenner, L. O'Carroll, W. Vogel, Joins and intersections, Springer Monographs 
in Math., Springer, 1999. 

[Ful84] W. Fulton, Intersection theory. Erg. Math. Grenzgeb. 3. Folge, Bd. 2, Springer, 1984. 

[Ful93] W. Fulton, Introduction to toric varieties, Ann. Math. Studies 131, Princeton Univ. 
Press, 1993. 

[GKZ94] I.M. Gelfand, M.M. Kapranov, A.V. Zelevinsky, Discriminants, resultants, and 
multidimensional determinants, Birk;hauser, 1994. 

[HLP67] G.H. Hardy, J.E. Littlewood, G. Polya, Inequalities, Cambridge Univ. Press, 1967. 

[Hei83] J. Heintz, Definability and fast quantifier elimination in algebraically closed fields, The- 
oret. Comput. Sci. 24 (1983) 239-277. 



hsup{a),hsup{9i) < 
< 

< 
< 



23 



[KPSOl] T. Krick, L.M. Pardo, M. Sombra, Sharp estimates for the arithmetic Nullstellensatz, 
Duke Math. J. 109 (2001) 521-598. 

[Lau84] M. Laurent, Equations diophantiennes exponentielles, Invent. Math. 78 (1984) 299-327. 

[MaiOO] V. Maillot, Geometric d'Arakelov des varietes toriques et fibres en droites integrables, 
Mem. Soc. Math. Fr. 80 (2000), vi+129 pp.. 

[OV90] A.L. Onishchik, E.B. Vinberg, Lie groups and algebraic groups, Springer Series in 
Soviet Math., Springer, 1990. 

[PS93] P. Pedersen, B. Sturmfels, Product formulas for resultants and Chow forms, Math. 
Z. 214 (1993) 377-396. 

[Phi95] P. Philippon, Sur des hauteurs alternatives III, J. Math. Pures Appl. 74 (1995) 345-365. 

[RojOO] J.M. Rojas, Algebraic geometry over four rings and the frontier to tractability, Contemp. 
Math. 270 275-321, Amer. Math. Soc, 2000. 

[Sha74] I.R. Shafarevich, Basic algebraic geometry, Grundlehren der mathematischen Wis- 
senschaften 213, Springer, 1974. 

[Stu94] B. Sturmfels, On the Newton polytope of the resultant, J. Algebraic Combin. 3 (1994) 
207-236. 

[Stu02] B. Sturmfels, Solving systems of polynomial equations, GEMS Regional Conference 
Series in Mathematics 97, Amer. Math. Soc, 2002. 

[U1198] E. Ullmo, Positivite et discretion des points algebriques des courbes, Ann. of Math. 147 
(1998) 167-179. 

[Wey50] H. Weyl, The theory of groups and quantum mechanics, Dover, 1950. 

[Zha95] S.-W. Zhang, Positive line bundles on arithmetic varieties, J. Amer. Math. Soc. 8 (1995) 
187-221. 

MARTfN Sombra : UniA-ersito de Paris 7, UFR de Mathcmatiques, Equipe de Geometrie 
et Dynamique, 2 place Jussieu, 75251 Paris Cedex 05, Prance. 

E-mail : sombraOmath . jussieu . fr 



24 



